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A fost odatd un evreu intelept care zicea ca totul se

poate reduce la ceea ce ai in cap.
I1 chema SOLOMON.

Dupa el, a venit un alt evreu intelept care zicea ca totul
se poate reduce la ceea ce ai in inima.
Il chema ISUS.

Dupa el, a venit un al treilea evreu intelept care zicea ca
totul se poate reduce la ceea ce ai in stomac.
Il chema MARX.

Dupa el, a venit un al patrulea evreu intelept care zicea
ca totul se poate reduce la ceea ce ai intre picioare.
Il chema FREUD.

La sfarsit, a venit un alt evreu intelept, mai intelept decat
toti (pe nume EINSTEIN) si a zis
., Totul e relativ”.
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Capitolul
Identitati remarcabile
intr-un triunghi

,Fiecare om are un orizont. Cdnd acest
orizont se ingusteazd foarte mult, el devine
un punct, iar omul exclama. latd punctul
meu de vedere.”

David Hilbert

§ 1.1. Identitati remarcabile cu laturi si raze

Z(p—a)(a+b)(a+c)=p(p2 +517 +8Rr).
Za2=2(p2—r2—4Rr). Za2=2p(p2—3r2—6Rr).
2"
> b =p +p2(2r2 —8Rr)+r2 (4R+r)2.
Z:az(p—a)2 =2r2[(4R+r)2 —pz]

Za(b+c)2_pz—3}’2 Z (b+c)2 _p2_372

be(p—-a) P b2cz(p—a)_ 4Rr’p
> (b+c)2(p—b)(p—c)=4szr(p2 —3r2).

Zaz(bﬂ:)z =4—R(p2 ~37%).

2[p4—p2(8Rr+6r2)+r2(4R+r)2]

p(p—a) r
Zaz (b+c)(p—b)(p—c)=2pr[p2 (2R-r)=r" (4R+r)].
Zc;((l;tcz) :%[p2(2R+r)+r2 (4R+r)].
Z:a(b+c)2 (p—b)(p—c)=2rp[p2(2R+r)+r2 (4R+r)].
a(b+c) 2

2

p(p—a) ZE[p2(2R—r)—r2(4R+r)].
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a(p—b)(p—c)_r[p2(2R+r)+r2(4R+r)].

(a+b)2 (a+c)2 2p(p2 +7 +2Rr)2
p—a _ p’+5r° +8Rr Zp—a_p2+r2—8Rr
b+c Z(p2 +r2+2Rr)' a 4Rr '

Zbc(b2 +cz)=2p4 —8p*Rr—2r? (4R+r)2 )
Zbc(b3+c3):2p[p4—p2(2r2+4Rr)—r2(8R2+14Rr+3r2)]
Zb2+c2 _2p*(2R+3r)-2r(4R+r)

p-a p
> (67 +¢*)(p-b)(p—c)=2p" (2Rr +31*)=2r* (4R + 7).
S(b+e)(p=b) (p-c) =2p[ (4R+7) (2R+7)= p’ (6R+7)].

b+c)

Z(b+c)((§_ j))z(p —<) =%[(4R+r)2 (2R+7r)=p’ (6R+7)].

Zbc(b+c)(p—b)(p—c)=2r2p[p2+(4R+r)(2R+r)].
b+c _ p’+(4R+r)(2R+r)

Z“a(p—a)_ 2Rrp '

Za(b+c)(p—b)2(p—c)2=2r2p2(8R2+4Rr—r2—p2).

Z:(b+c)(}7—b)(}7—c):8R2+4Rr—r2—pz‘

be(p—a) 2Rr

b 2 2, .2
Z( ZCC) £ +2R-:10Rr. 2a(a+b)(a+c)=4p(p2—r2—Rr).
Zaz(a+b)(a+c):4p2(p2—3r2—4Rr).
Z a _ p2—3r2—4Rr

be(b+c)  2Rr(p*+1” +2Rr)’
Z a _2(172_”2_R”) zb+c_p2+r2—2Rr

b+c  p*+r’+2Rr a 2Rr '

Z( a JZ _2[p4—pz(4Rr+6r2)+r2(6R2 +4Rr+r2)]
b+c (pz+r2+2Rr)2 '

Zaz (a+b)2(a+c)2 =8pz[p4 -p’ (4Rr+6r2)+r2(6R2 +4Rr+r2)].



Inegalitati intr-un triunghi
obtinute cu ajutorul numerelor
complexe

wDefinitia nebuniei: Sd faci aceleasi
lucruri zi de zi si sa astepti rezultate
diferite.”

Albert Einstein

Sunt adevarate egalitatile:

D (z=2)(z,-2)+(z-2,)(z -2
2) X (y—z)+y (z=x)+2°(x=y)==(x=y)(y =2)(z=x), Vx, y, ze C.
3) X (y-z)+» (z=x)+2 (x—y)==(x=y)(y=2)(z—x)(x+ y +2),
Vx, y, ze C.

4) |Z,+Z2 |2+|zl—z2 |2=2(|Zl |2+|22 |2), Vz,z,eC.

~—

+(z-2z,)(2z,-2,)=0, Vz, z,, z,, z,e C.

5) ‘;1+;22+‘;1—T/22=2(‘\712+\722), V\Tl si v, vectori din plan.
bc ca ab
+ + =1,Va, b, C.
(a=b)(a—c) (b-)b=a) (c-a)(c-b) =~ = °C

In continuare sunt propuse aplicatii ce pot fi rezolvate folosind formula de mai sus.
Sa se arate ca 1n orice triunghi au loc inegalitatile:

2.1. a)Dacau,y, z ¢ sunt numere complexe distincte, verificati identitatea:
x(x—t) y(y—t) Z(Z—t)
+ +
(x=2)(x=2) (y=2)(y-x) (z=x)(z-v)
b) Fie triunghiul ABC cu laturile de lungimi a, b, ¢, iar P si P’ doud puncte
oarecare in planul triunghiului. Aratati ca exista inegalitatea:
PA~PA'_|_PB~PB'_'_PC~PC'>1

=1.

bc ca ab
c) Aratati cd in triunghiul 4BC exista inegalitatea:
b+c c+a

ml +

a a

a+b
-m, [, + -ml >23p.
bc ca b ab P

cc
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d) Aratati ca in triunghiul ABC exista inegalitatea:
A B C_3p
m, CoS—+m, COS—~+m, COS—2=——.
2 2 2 2
e) Aratati ca in triunghiul ABC existé inegalitatea:
am,+bm, +cm, 265 .
RMG 10/1991, Mircea Birsan, lasi
2.2. Fie P un punct in interiorul triunghiului ABC si 4, B, C, intersectiile
dreptelor AP, BP, CP cu laturile BC, CA, AB. Se considera numerele o, 3,
v > 0 astfel incat:
o« B _ v
S(PBC) S(PCA) S(PAB)’
adica o, B, v sunt coordonatele baricentrice ale punctului P. Aratati ca au loc

relatiile:

o PA_ By by LA, PB PC s,
A4, o+B+y A4 BB CC,

o A4 BB CC L9
PA PB PC 2’

0 Py +Y+°° BB, + %P e > %EBEY
bc ab

RMG 10/1991, Mircea Birsan, lasi
2.3. a) Daci x, y, z sunt numere complexe, verificati identitatea:
xy(x—p)+yz(y=z)+zx(z=x)=—(x-y)(y—z)(z—x).
b) Dacéd P este un punct in planul triunghiului ABC, aratati ca exista inegalitatea:
a-PB-PC+b-PC-PA+c-PA-PB2abc.
China, 1998
¢) Aratati ca in triunghiul ABC exista inegalitatea:
R*(a+b+c)=abc.
d) Aratati ca in triunghiul 4BC exista inegalitatea:
a-IB-IC+b-IC-1A+c-1A-IB=>abc .
e) Aratati ca in triunghiul 4BC exista inegalitatea:

. A . B . C
asin—+bsin—+csin—2p.
2 2 2

f) Aratati ca 1n triunghiul 4BC existd inegalitatea:
a-HB-HC+b-HC-HA+c-HA-HB > abc.
g) Aratati ca in triunghiul 4BC ascutitunghic exista inegalitatea:

acosBcosC+bcochosA+ccosAcosB2%.

h) Arétati ca in triunghiul ABC existd inegalitatea:
a-GB-GC+b-GC-GA+c-GA-GB = abc.
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1) Aratati ca in triunghiul ABC exista inegalitatea:
9
amym, +bm.m,+cm_ m, 2 Zabc .

RMG 10/1991, Mircea Birsan, lasi
2.4. a)Daciy, y, z sunt numere complexe, Verificati identitatea:
x(y—z)3 +y(z—x)3 +z(x—y)3 =(x=y)(y—z)(z—x)(x+y+2z).
b) Dacé P este un punct in planul triunghiului ABC, aratati ca exista inegalitatea:
a-PA’ +b-PB’ +c-PC’ 23abc- PG .
c) Aridtati ca in triunghiul ABC existé inegalitatea:
R(d’+b +c')23abc-OG .

d) Arétati ca in triunghiul ABC exista inegalitatea:
a -IA+b’ - IB+c - IC 23abc - IG .
e) Aratati cd in triunghiul 4ABC exista inegalitatea:
3 3 3
AL A LLyeY
C r

A .
sin— sin— sin—
2 2 2
f) Aratati cd in triunghiul 4BC existd inegalitatea:
a’ -HA+b’-HB+c’ - HC23abc- HG .
g) Arétati ca 1n triunghiul ABC ascutitunghic exista inegalitatea:
a’ cos A+b’cos B+c’cosC=6S-HG .

RMG 10/1991, Mircea Birsan, lasi
2.5. a)Daca x, y, z sunt numere complexe, verificati identitatea:

C(y-z)+y (z=x)+2 (x—y)==(x=y)(y-2)(z=x)(x+y+2).
b) Daca P este un punct in planul triunghiului ABC, aratati ca exista inegalitatea:
a-PA’ +b-PB’ +c-PC’ 23abc- PG .
c) Aridtati ca in triunghiul ABC existé inegalitatea:
R*(a+b+c)23abc-0G.

d) Aratati ca in triunghiul 4BC exista inegalitatea:
R*26r-0G.

e) Aratati ca in triunghiul 4ABC exista inegalitatea:

a-14’ +b-IB’ +c-IC* 23abc-IG .
f) Aratati ca in triunghiul 4BC exista inegalitatea:

a_ b L abc

sin’ A sin’ B sin’ ¢ r
2 2 2
g) Aritati ca in triunghiul ABC existd inegalitatea:

a-HA* +b-HB +¢- HC® >3abc- HG .






