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2. Demonstraţi inegalitatea lui Cauchy–Buniakovsky–Schwarz: 
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Soluţie. Pornim de la inegalitatea evidentă: 2
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     0,  x  . Inegalitate este echiva-

lentă cu  = 
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     0, adică ceea ce trebuia demonstrat. 

Probleme propuse 

1. Folosind axiomele structurii algebrice a lui , arătaţi că: 

a)  x  , x  0 = 0  x = 0; 

b)  x, y  , x  y = 0  x = 0 sau y = 0; 

c)  x, y  , (–x)  y = x  (–y) = –x  y; 

d)  x, y  , –(x)  (–y) = x  y;  

e)  x, y  , –(x + y) = (–x) + (–y). 
 

2. Folosind axiomele structurii de ordine a lui , arătaţi că: 

a)  x, y, a, b  , x  y şi a  b  x + a  y + b; 

b)  x, y, a, b  , 0  x  y şi 0  a  b  xa  by; 

c)  x  , x > 0, y > 0, x  y  1 1
x y
 ; 

d)  x  , x > 0, y > 0, x  y  x
y

  1. 

 

3. Demonstraţi identitatea lui Catalan:  
1 1 1 1 1 1 11 ... ...
2 3 4 2 1 2 2n n n n

        
 

, n  1. 
 

4. Demonstraţi inegalităţile dintre medii pentru două numere reale, strict pozitive, a1, 
a2 şi apoi pentru n numere reale pozitive a1, a2, …, an:  

mh  mg  ma  mh (Cauchy, 1821), 
cu egalitate atunci când a1 = a2 = … = an.  
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Probleme rezolvate 
1. Arătaţi că:  

a) x + y  x + y,  x, y  ; b)  1 | | | |
2 2

a bx x a y b
     , a, b, x  .  

Soluţie: a) Dacă x + y  0 atunci, din definiţia modulului, rezultă că x + y = x + y. Da-
că x + y < 0, atunci |x + y = –(x + y) = –x – y = |–x| + –y = x| + y (am folosit proprie-
tatea modulului |–x| = |x|,  x  ). 

b) Aplicăm rezultatul de la punctul a) („inegalitatea triunghiului”) şi obţinem:  

 1 1 1| 2 ( | | ( ) ( ) | | | | |
2 2 2 2

a bx x a b x a y b x a y b
            ,  x, a, b  . 

 

2. Fie V  V(x0) şi W  V(x0). Arătaţi că V  W  V(x0).  
Soluţie: V  V(x0)   I  V, interval, astfel încât x0  I  V (1); W  V(x0)   J  
 V, interval, astfel încât x0  J  W (2). Din (1) şi (2)  x0  I  J  V  W. Deci  
V  W  V(x0).  

Probleme propuse 

1. Reprezentaţi pe axa numerelor reale punctele –1 şi 3 . Determinaţi toate intervalele 
deschise de numere reale formate pe axa numerelor reale având ca extremităţi aceste 
numere. Arătaţi că intervalul 1, 3    este vecinătate a oricărui număr x0   1, 3 , 

dar nu şi pentru x0   1, 3 . 
 

2. Demonstraţi următoarele proprietăţi ale modulului: 
a) |x|  0,  x  , |x| = 0  x = 0;  b) |x| = |–x|,  x  ;  

c) |x  y = |x|  |y|,  x, y  ; d) | |
| |

x x
y y
 ,  x, y  , y  0; 

e) |x + y  |x| + y,  x, y   (vezi exerciţiul rezolvat). 
 

3. Arătaţi că:  
a) |x|  ,  > 0  –  x  ; b) |x| > ,  > 0  x < – sau x > . 

 

4. Demonstraţi că ||x| – |y||  |x – y,  x, y  . 
 

5. Arătaţi că |x1 + x2 + … + xn|  |x1| + |x2| + … + |xn|,  xi  , i = 1,n . 
 

6. Fie d(x, y) = x – y, distanţa dintre punctele de coordonate x, respectiv y. Arătaţi că:  
a) d(x, y)  0,  x, y  , d(x, y) = 0  x = y;   b) d(x, y) = d(y, x),  x, y  ; 

c) d(x, y)  d(x, z) + d(y, z),  x, y, z  . 
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. Analog se demonstrează că 

0( )df x   şi deci f '(x0) = .  
 

Observaţii: 
1. Consecinţa se poate aplica separat numai pentru derivatele la stânga, respectiv la 

dreapta.  
2. Consecinţa reprezintă o condiţie suficientă pentru ca f să fie derivabilă în x0. 

Această condiţie nu este însă şi necesară. 

Exemplu. Se consideră funcţia f :   , f (x) = 
2 1sin , 0

, 0

x x
x

x x

 

 

.  Se demonstrează 

că f este continuă şi derivabilă în 0. Într-adevăr, | f (x) – f  (0)| = 2 21sinx x
x
  0 

pentru x  0, respectiv ( ) (0) 1sin | |
0

f x f x x
x x


 


 0, x  0. Se arată că 
0

lim
x x

f '(x) 

nu există. 
 

Teorema lui Cauchy (Augustin, 1789 – 1857)  
Fie funcţiile f, g : [a, b]   având proprietăţile: 
a) f şi g continue pe [a, b]; 
b) f şi g sunt derivabile pe (a, b); 
c) g'(x)  0 pentru orice x  (a, b). 

Atunci g(a)  g(b) şi există c  (a, b) astfel încât ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

f b f a f c
g b g a g c





. 

Demonstraţie. Dacă am avea g(b) = g(a), atunci conform teoremei lui Rolle există 
c  (a, b) cu g'(c) = 0 (contradicţie). 

Considerăm funcţia h : [a, b]  , h(x) = f (x) – mg(x), m  . Funcţia h este con-
tinuă pe [a, b] şi derivabilă pe (a, b). Punând condiţia h(a) = h(b), obţinem m =  

= ( ) ( )
( ) ( )

f b f a
g b g a




. Aplicând teorema lui Rolle funcţiei h pe [a, b], rezultă că există c   

 (a, b) astfel încât h'(c) = 0. Obţinem ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

f c f b f am
g c g b g a
 

 
 

. 

 

Observaţii: 
1. Teorema lui Cauchy se numeşte a doua teoremă de medie sau a doua teoremă a 

creşterilor finite. 
2. Teorema lui Lagrange reprezintă un caz particular al teoremei lui Cauchy (se ia 

g(x) = x,  x  [a, b]). 
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